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Abstrakt

Bublina je krasny fyzikédlni objekt. Vyfouknutd z malého bublifuku vytvofi tvar
dokonalé koule, hraje barvami duhy a plave vzduchem, jako by na ni byla gravitace
kratka. Za kazdym z téchto jevil se skryvd zajimava fyzika. V nasem piispévku se
zaméfime na tvar bublin, a to nejen téch kulatych.

Pro¢ jsou kapic¢ky a bubliny kulaté?

Kulaté¢ bubliny zna kazdy, protoZe je lze pozorovat pouhym okem, ale fotografie
padajici kapky dokazuje, ze je také kulata. I vodni kapky na listech nékterych rostlin
maji tvar koule. Pro¢ pravé tento tvar?

Uloha: Mate k dispozici 1 dm® modeliny. Vytvarujte z ni nejprve krychli, pak kouli a pak
dvé koule. Objem je vidy stejny 1 dm®. Porovnejte povrchy téles.

Experiment budeme povazovat za spiSe mysSlenkovy a nebudeme rozdéavat kazdému
studentovi hroudu modeliny. Studenti jist¢ dokdzou vymyslet, Ze krychle o daném
objemu m4 hranu 1 dm a povrch Sy = 6 dm?. U koule je tieba z objemu uréit polomér a
pak povrch, ktery vyjde Si = 4,836 dm?. Kdybychom vytvofili 2 stejné koule, bude
jejich celkovy povrch Sz = 6,093 dm?. Jedna koule m4 tedy mensi povrch nez dvé koule
a také mensi povrch nez krychle. Hovotfime o tom, Ze se kapalina snazi zaujmout tvar
S €0 nejmensi povrchovou energii, tedy s co nejmensim povrchem, a to je praveé tvar
jediné koule.

MiuZzeme dotdhnout ulohu jesté kousek dal a odvodit, jak se méni celkovy povrch Sy pii
vytvoreni N stejnych kouli. Stiedoskolaci by mohli odvodit, ze

Sy = v/36mV2- YN,

Tisic stejnych kouli ma tedy povrch 10krat vétsi, nez jedna koule o témZze objemu.
Bubliny prichycené na miizku

Jestlize napt. do vody s rozpusténym jarem ponoifime miizku, na které se mtze kapalina
prichytit, vznikaji na ni po vytazeni z kapaliny zajimavé tvary — hranaté bubliny.
Neznalého ¢loveéka tvary asi prekvapi (obr. 1) a jeste prekvapivejsi je, ze pti opakovani
pokusu dostadvame vzdy stejny tvar (pokud je bublina pfichycena na vSech hranach).
Jako by si mfizka neomylné pamatovala tvar, ktery mé na ni vzniknout.
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Obr. 1 - Vievo bublina v pravidelném cétyrsténu, vpravo bublina v krychli.

Respektuji i hranaté bubliny minimalni povrch?

Hledéni minima funkce je matematicky zajimava uloha. Zkusme se nejprve zabyvat
nikoli prostorovou (3D) tlohou ale jen rovinnou (2D) tlohou.

Uloha: N roviné je rozmisténo N bodii. Najdéte spojnici, kterd je vsechny propoji a ma
nejkratsi délku.
Toto je matematicka tiloha spadajici do teorie grafii vedouci na tzv. Steinerovy stromy.

Trojuhelnik

Ulohu budeme fesit nejprve pro N = 3. Mizeme zait pokusem a omylem. Ve volné
dostupném programu GeoGebra (Www.geogebra.org) mizeme vymodelovat obecny
trojihelnik ABC a pohyblivy bod X, ktery spojime s jeho vrcholy. Veli¢ina d pfedstavuje
zkoumanou délku, tedy souéet d = |XA|+ |XB|+ |XC|. GeoGebra umoZiuje
dynamickou geometrii, proto je mozné pohybovat bodem X, pfi¢emz se méni aktudlni
délka d.

d=15.6

A ¢ B

Obr. 2 - Hleddni nejkratsi spojnice vrcholii trojithelniku.
Kdyz bod X umistime do nekterého ze tfi vrchold, nabyva d hodnot 19,47; 15,73; 15,14.

N

Mozna nas napadne, ze d bude minimalni pro tézist¢ (vyjde d = 14,61), nebo pro
183



Veletrh ndpadi ucitell fyziky 24

ortocentrum (vyjde d = 14,42), nebo pro stied kruznice opsané (vyjde d = 15,32), nebo
pro stied kruznice vepsané (vyjde d = 14,28). Ze zkoumanych bodd vychazi nejmensi d
pro stfed kruZnice vepsané. Je to vSak opravdu minimum?

Tuto ulohu hledani bodu s minimalni vzdalenosti od vrcholll trojahelniku zformuloval
ziejmé poprvé P. Fermat (1601-1665) v dopise E. Torricellimu (1609-1647, ktery jej
vyfesil [1].

Nad stranou AC trojuhelniku ABC sestrojime rovnostranny trojuhelnik ACD a vrchol D
pak spojime s B. Tento postup zopakujeme 1 pro zbyvajici dvé€ strany. Lze dokazat, Ze
usecky DB, EA a FC se protnou v jediném bod¢ Xo, kterému se tiké first isogonic center,
nebo také Fermat-Torricelliho bod.

D

F

Obr. 3 - Konstrukce Fermat-Torricelliho bodu Xo.

Na strance [1] jsou tii diikazy minimalni vzdalenosti a dalsi vlastnosti bodu. Naptiklad,
7ze kazda strana trojuhelnika (s vnitinimi (hly menSimi nez 120°) je z Fermat-
Torricelliho bodu vidét pod thlem 120°.

Ctverec

Nyni budeme fesit ulohu pro N =4 a ¢tyfuhelnikem bude ctverec o strané 1. Spojnice
budeme vytvaiet z useCek, protoze nejkratsi spojnice dvou bodl v roviné je usecka.
Zaénéme opéet pokusem a omylem.
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L ® ]

d=3,414 d=3,000 d=2,828
Obr. 4 - Néekolik stromii s urcenim délky spojovaci cary.

Pomoci GeoGebry lze zmapovat, Ze umisténi bodu do stfedu ¢tverce dava minimalni
hodnotu d. Ale existuje jesté kratsi spojnice.

K absolutnimu minimu vede strom, ktery vyuziva dva body uvnitt ¢tverce (obr. 5).

Obr. 5 - Nejkratsi cesta spojujici vrcholy ctverce.

Hledani minima délky spojnice mizeme provést derivovanim. Zajimavé je, Ze podobné
jako u Fermat-Torricelliho bodu se i zde objevuji uhly 120°.

Pravidelny ¢étyistén

Nyni pfidame jeden rozmér a budeme jiz feSit minimalni povrchy bublin vazanych na
hrany prostorové miizky.

Uloha: Bublina je prichycend na vsech 6 hrandch ctyisténu. Existuje blana (plocha),
ktera ma minimalni povrch?

Bublina ma na vybér tfeba moznost, ze by pokryla povrch Ctyfsténu, tedy vytvortila 4
trojuhelniky. Protoze kazda blana mé 2 povrchy, budeme pocitat povrch dvakrat (ale
neni to dilezité). Dvojnasobny povrch ¢tyisténu o hrané délky 1 vychazi 3,464 j2.
Zapamatujme si toto c¢islo.

GeoGebra umoziuje vyhodné vymodelovat 3D télesa, se kterymi se dé libovolné otacet
a prohlizet si je tak z riiznych pohledd. Vymodelujeme (obr. 6) tvar bubliny podobny
tomu, co realné pozorujeme (obr. 1 vlevo) s pohyblivym bodem H na usec¢ce GD.
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Tvar bubliny na obr. 6 se sklada z 6 trojuhelnikt (kazdy se 2 povrchy) a pii umisténi
pohyblivého bodu H do vrcholu D dostavame povrch pravé 3,464 j2 a pii umisténi do
dolni podstavy povrch 2,280 j?, tedy mensi. Nejmensi hodnota je vsak 2,121 j2.

D

A

Obr. 6 - Hleddni tvaru bubliny v pravidelném cétyrsténu.
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Obr. 7 - Zavislost velikosti povrchu bubliny v ¢tyrsténu na vysce bodu H nad podstavou.

Sestavime funkci pro povrch bubliny a budeme hledat jeji minimum. Je vyhodné zvolit
jako proménnou X vysku v trojuhelniku napf. ABH. Dvojnasobny povrch bubliny S pak
spliiuje rovnici

1

S=3x+V2- 3x% — 7
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Minimalni povrch nalezeny pomoci derivace nastava pro x = %. Pro tuto hodnotu se

bublina sklada z 6 shodnych rovnoramennych trojuhelniki s thlem 109,471 °pfti hlavnim
vrcholu. Princip minimalniho povrchu jsme tedy pro Ctyistén ovéfili.

Krychle

Uloha: Bublina je prichycend na vsech 12 hrandch krychle. Existuje bldna (plocha),
ktera ma minimalni povrch?

V GeoGebie miizeme vymodelovat krychli o hrané¢ 1 a v ni bublinu skladajici se
Z jednoho ¢tverce, ¢tyf shodnych rovnoramennych trojuhelnikti a osmi shodnych
rovnoramennych lichobéznikli, coZ odpovida experimentalnimu pozorovéani (obr. 1
vpravo). Situace je ted’ v prostoru, ale citime analogii s obr. 5, ktery se tyka roviny.

Bod M udélame pohyblivy tak, ze zménou jeho polohy budeme moci ménit velikost X
strany Ctverce a nechdme si vykreslit zavislost velikosti povrchu bubliny na proménné X

(obr. 9).

A

Obr. 8 - Hledani tvaru bubliny v krychli.
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| : i Zatimco na obr. 7 vidime jasné minimum funkce,
. na obr. 9 se zda, Ze minimum nastava pro X =0,

i ¢ 1 tedy zadny ¢tverec. Zkusime se podivat na funkéni
. | predpis pro zavislost velikosti povrchu S na x.

S=2x2=2V2x+ (4x + A)Jx2 = 2x + 2+ 2\2

K nalezeni extrému lze také vyuZit program
GeoGebra, ktery nakresli graf funkce a poskytne
informace o extrémech (obr. 10).
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Obr. 9. Zavislost velikosti povrchu bubliny v krychli na x.

Minimum funkce tedy nenastava v nule, ale velmi blizko u nuly pro x = 0,0729. Jak
velky by tedy mél vzniknout ¢tverec v krychli, kterou jsme pouzili my (obr. 1 vpravo)?
Krychle méla hranu o velikosti 105 mm a pomér strany ¢tverce k hrané krychle je pro
minimalni povrch roven 0,0729. Vychazi X = 7,7 mm, coz ale neodpovida realité. Strana
Ctverce je vice neZ dvakrat vétsi a to opakované. Nékde je problém.

Plateau border

V ptedchozich tivahach jsme predpokladali, ze bublina se sklada z rovinnych povrch,
které se stykaji na useCkach. Realita je ale takova, Ze v misté styku se povrch zakiivuje
a vznikaji jakési kandly pfipominajici v fezu plochu mezi tfemi dotykajicimi se
kruznicemi — Plateau borders (obr. 11). Clanky na internetu naznacuji, Ze stabilni
minimalni povrch se hledd simulaci na pocitacich, a to jiz asi na sttedni Skole studovat
nebudeme.

Lze snad shrnout, ze u ¢tyfsténu je geometrie bubliny takova, ze vliv Plateau border se
neprojevil, ale u krychle jiz vyrazné ano. Analogie 2D (spojnice vrcholtt) a 3D (spojnice
hran) bohuzZel nevysla tplné dobfe.
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Obr. 11 - Plateau border na styku tri rovinnych povrchii [2].
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